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ENUNTURI

clasa a |1X-a
1. olimpiade

ETAPA LOCALA

1D Alba

9.0.1. a) Demonstrati ci x* +)° > xp(x + y), V x, y € (0, ).

3 3
b) Demonstrati ca 3(a_3+b_3j > E+2+ 4,¥ a, b (0, x).
b a b a

9.0.2. a) Calculati suma S =) (2k+1)° .
k=1

b) Fie ABCD un patrulater convex si M, N mijloacele laturilor [4D], respectiv [BC]. Demonstrati
cd2 MN = AB+ DC .

9.0.3. Fiesirul (a,)  defit astfel: ao =2, a1 =7 §i @y = Ta,n — 12a,, ¥ n € N. Demonstrati ca
a,=3"+4"VneN.

9.0.4. Fie ABCDEF un hexagon inscris in cercul ¢ (O, R) si H,, H,, Hs, M, M,, M; ortocentrele
triunghiurilor CDE, DEF, EFA, FAB, ABC, respectiv BCD. Demonstrati ca dreptele H,M,, H,M,,
H;M; sunt concurente.

B Arad

9.0.5. Demonstrati ca (1 +x)" 4{1 +lj >2" Vx>0sineN.
x

9.0.6. Fie r > 0. Pentru orice numere reale a si b definim multimea:
la,b)y={xeR||x—al|+|x—-b|<r}.
a) Dacar<|a —b |, demonstrati ca I(a, b) = &.
b) Dacar>|a —b|> 0, demonstrati ca /(a, b) este un interval inchis si marginit, de lungime 7.



9.0.7. In patrulaterul ABCD o dreapta d contine punctul O, de intersectie a diagonalelor AC si BD, si
MA ND _ 04 OD
MB NC OC OB

intersecteaza laturile (4B) si (CD) in punctele M si N. Demonstrati ca:

9.0.8. Se disirul (x, )nZI definit prin x; = -1, x, = 1 §i X0 = 4,41 — 3x,,, 1 > 1.

. 1
a) Ardtati ca » x, =—- (3" —4n—1).
P 2
b) Demonstrati ca oricare doi termeni consecutivi ai sirului sunt numere intregi prime intre ele.

D Arges
b} .
— | S1
5|8

9.0.9. Determinati numerele naturale a, b mai mari decat 1, astfel incat numerele o + 16 [

a

b*+ 16 [E} sa fie simultan patrate perfecte, unde prin [x] intelegem partea intreaga a numarului

real x.
Cosmin Manea si Dragos Petrica

9.0.10. Fie numerele reale a, b, ¢, d > 0, astfel incAt a+ b - ¢ - d = 1. Aratati ca:
a+b b+ A+d di+a’
+ >4.

d+a a+b b+c

c+d
Cand avem egalitate?
lon Calinescu
AM CP .
=—=x5l

9.0.11. Fie triunghiul 4BC si punctele M € (4B), N € (BC), P € (CA), astfel incat —— R

BN . . . . . .
NC =y, unde x, y € (0, o). Demonstrati ca, daca centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor
MNP si ABC coincid, atunci vectorii H,H,, BC sunt coliniari, unde H,, H, sunt ortocentrele
triunghiurilor ABC, respectiv MNP.
Cosmin Manea si Dragos Petricad
3
== AB,

9.0.12. Fie G centrul de greutate al triunghiului 4BC si punctele M, N astfel incat AM

BN =-BC. Demonstrati ca punctele M, N, G sunt coliniare.
Marian Teler

B® Bihor

9.0.13. Rezolvati in multimea numerelor reale urmatoarele ecuatii
a) xfx] + x{x} + {x}[x] =7+ [P + {x}
1 1
b) {x} +— =[] +—.
{x} [x]
({x} si [x] reprezinta partea fractionara, respectiv partea intreaga a numarului real x.)



clasa a X-a
1. olimpiade

ETAPA LOCALA

1D Alba

10.0.1. Fiex, y, z € (1, ). Demonstrati ca:
a) log,, yz + log,. xy > 2;

b) log,, z + log,. x + log,. y 2% .

10.0.2. Rezolvati ecuatia Ya’ —xva’ + x> = a —x, discutdnd dupa valorile lui a € R.
10.0.3. Fie functia /: R — R, astfel incat £ (x) + 2f(lJ =x +%+ 3,VxeR"
x x

a) Determinati functia f.
b) Stabiliti daca functia feste bijectiva.

2018
. 1
c¢) Calculati suma S = Z— .
= f(k)=2
. . . . z— o 5
10.0.4. Fie u, v,z € C, astfel incat | u | < 1,iar |v|=1sifiew =v.-———— Aritati ca | w| < 1 dacd
—u-z
si numai daca | z | < 1.
D Arad
. * . . V4 .o
10.0.5. Fiez,z; € C, cu proprietatea | z; | = |z, | = | z; + 2, | si z =—1 . Demonstrati ca:

4
a)|z|=1siz#1;
b){z" |neZ)={1,z2).
10.0.6. Fie a, b, ¢ > 1. Aratati ca:
a) log, (b - c) t1og, (c-a)+log. (a-b)=>6;
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2 2 2 2 2 2 2 2 2
b) loga ’% + logb ’% + 10gc ’% >3.

10.0.7. a) Calculati numarul real x =%/6-w/§—10 —§/6-\/§+10 :
1 1
+ +
log,3 log,5 log,2

10.0.8. a) Rezolvati ecuatia (\/g + 2)X + (\/g— 2)X =18.

b lga 1gh Ige
b) Aratati ca (—j (Ej (%) =1,undea, b, c>0.

c a

>3

b) Demonstrati ca

1D Arges

10.0.9. Aritati ca, dacia, b, ¢ € (1, 0) sia> b + ¢, atunci " - (@ —1) > 6™ <(b- 1)+ ™ - (c - 1).
Dragos Petrica si Cosmin Manea

10.0.10. Fie a > 1. Rezolvati ecuatia log (fj =log ,, (2a—2ax).
a

a*+1 a*+1

Marin Chirciu

. . 1 1 1 11 1

10.0.11. Rezolvati ecuatia —+— + =—| 5+ +1].

a +b” a*+b" (ab)y*+1 2\a™ b~
Marin Chirciu

10.0.12. Fiea, b, ¢ > 0, astfel incatab + be + ca + 2abc = 1. Aritati ca:

n(a+b+c)+1>(12n+ 8)abc,unde n > 0.

Marin Chirciu

B Bihor
lz-1-i| <42

10.0.13. Rezolvati sistemul <|z-3+i| =|z—1-i|,undez e C.
|z=3+i| 22
10.0.14. Considerdam multimea M = {ay, ay, ..., a,} < C* (n > 2), cu proprietatea cd a; - @; € M,
pentru orice i, j € {1, 2, ..., n}.
a) Aratati ca M= U,,unde U,= {z e C|Z"=1}.

b) Determinati numarul de elemente ale multimii {f (x) | x € [0, 1]}, unde f: [0, 1] —> C este

functia definita prin f (x) = Za,.[”'x] .
i=1

10.0.15. Consideram functia /: R — R, definita prin f (x) = 2" -2

a) Aratati ci functia f este bijectiva si determinati inversa ei, /.
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x+x’ +4

b) Determinati solutiile intregi ale ecuatiei 2° — 27" =log, 5

a +bv =L unde a, b > 1.

10.0.16. Rezolvati in R ecuatia — 5 ,
b~ a” ab

1D Botosani

10.0.17. Se considerd numerele a, b, c, d, astfel incat a > ¢ > b > 0 si ab = cd. Demonstrati ca,
pentruoricex e R,a" +b*'>¢" +d”.

10.0.18. Aratati ca nu existd functii injective /: R — R care, pentru orice numar real x, satisfac
relatia £(3%) + /(5 = 8.

10.0.19. Determinati numerele a, b, ¢ > 0 cu proprietatea ca:

a®s e b+ b e+ a=327.

10.0.20. Fiez),z,...,z, € C,astfel incat |z, |= |z |=...= |z, | =Lsiz, +z, + ... +2,=0.

a) Demonstrati ¢ |z —z; "+ |z—z [+ ... +|z—z, > =n(| z|* + 1), pentru orice z € C.

b) Ardtaticd, daca |z—z, |[<1,|z—2| <1, ..., |z=2z,| <], atunciz = 0.

1 Brasov

10.0.21. Fiea € [0, o) siz € C\ {0}, astfel incét z+l = a. Aratati ca:
z
—a+w/a2+4<|z|<a+w/a2+4
2 T2 '

10.0.22. Spunem ca o functie /: R — R are proprietatea (P), dacd f(x — 1) +f(x + 1) =f(x), Vx € R.

a) Demonstrati ca, daca f'are proprietatea (P), atunci f(x + 6) = f(x), Vx € R.
b) Demonstrati ca functia /: R — R, f(x) = {%} , V x € R, este periodica, dar nu are proprietatea (P).

¢) Dati exemplu de o functie neconstanta f: R — R care are proprietatea (P).
Romeo llie

10.0.23. Fica > 1sip, g € N'. Determinati toate numerele reale x > 0, care satisfac simultan relatiile

log , x log ,x| . [log,x log , x ) .
. = = si = = 3“ , unde {¢} reprezinta partea fractionard a numa-

2 3 2

rului real z.
loana Masca
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