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1 Multimi, relatii, functii

- . . X
1. si sc rezolve, in multimea numerelor naturale, ecuatia: —=x—y.

Y
2. SascrezolveinZ x Z ecuatia: x +y + 2xy = 83.

3. Si se demonstreze ca V x, yel:
a) (x +y)* —x* — )’ se divide la 3;
b) (x + )’ —x* — " se divide la 5;
c) (x+y) —x"—y" se divide la 7.

4. Determinati k € Z astfel incat numarul Vk* —5k si fie natural.

5. Dacine N,n =2, demonstrati ca 7" — 6" nu poate fi patrat perfect.

(n2 +3n+1)(n2 +3n+3)
(n2 +3n+2)(n2 +3n+4) ’

6. Pentru ce n € N, fractia: f=

se poate simplifica?

7. Demonstrati ca exista o infinitate de triplete (x,, y,, z,) € @’ care verifica
ecuatia: x* +y* + 24 = 2.

8. si serezolve in R ecuatia: ‘x - l‘ . ‘x - 4‘ = ‘x + l‘ . ‘x + 4‘ .
9. Rezolvati in R ecuatia: ‘ |x - 3| —x+1 ‘ =6-x.

10. S se rezolve in R inecuatia: |x+2|~|x+3|>|x+1‘-‘x+6‘.

11. Fic trinomul de gradul doi: y=x*—2(4m + 3)x + 6m + 7.
Determinati m € R astfel incat trinomul sa fie patrat perfect.

12. Si se determine p € N astfel incat ecuatia: x> — px + p — 1 = 0 sd admita
radacinile x, si x,, unde x, = 2x,.
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13. Determinati k£ € R astfel incat ecuatia:
xX2—4(K + 1)x + 16k* — 16/* + 4 = () sa aiba radacini egale.

14. Determinati a, b, ¢ € R stiind ca parabola de ecuatie:
y=ax*+ bx + ¢, verifica relatiile: y(1) =0, y(-1) =1, p(2) = 2.

15. Determinati p € R astfel incat radacinile x, si x, ale ecuatiei:

x* —px + 12 =0, sa verifice relatia: |x1 - x2| =1.

16. Determinati m € R astfel incat parabola de ecuatie: y = x* + mx + n, sa fie
tangenta axei x'x.

17. Determinati m € R astfel incat trinomul de gradul doi: y=x*+ mx + 1, sa fie
strict pozitiv pentru orice x € R.

18. Determinati m € R stiind ca ecuatiile:
X—mx+tm+1)=0six>—(m—1x+2m—-6)=0,
au o radacind comuna.

19. Fic n € N* si numarul real a= Yn(n+1)(n+2) . Calculati [a].

2
20. Calculati partea intreaga a numarului real: a = (\/ﬁ +11 ) .

21. sasc calculeze partea intreagd a numaruluireal: a = \/ 242+...+ V2 ,unde

a contine 7 radicali.

22. Si serezolve in R ecuatia: [10x + 1] = 11x.

23. Si se rezolve in R ecuatia: [3x] = 2x.

. N 1
24, Demonstrati ca existd a € R astfel incat {OL} + {—} =1.
o

[2x—17 [4x+1 —4
25. S se rezolve in R ecuatia: x3 }+{ x6+ } = 5x3 .

26. Si se rezolve in R ecuatia:

[6x+5] 15x-7
8 5
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27. Si se rezolve in R ecuatia: [x . [x]] =1.

n
28. si se calculeze partea intreaga a numarului real: q, = Z/Hl/l + 1 .
k

k=1

n—1
29. sa se calculeze suma: S, (x):{er 1}+{x+2}+[x+4}+m+[x+2 ]

2 4 8 2"

undex € Rsine N,n > 1.

2~[x]+3-[y]=8

3B

30. Si se rezolve in R x R sistemul: {

2-4xt =34yt =1
31. Si se rezolve in R x R sistemul: {x} {y} .
2~{x}+4-{y}=2
x+[y]+{z}=l,l
32. Sascrezolve in R x R x R sistemul: y+[z]+ {x} =22.
Z+[x]+{y}=3,3

33. Fic functia /: R — R astfel incat: (f o f)(x) = 2x — 1, pentru orice x € R.

a) Sa se calculeze f(1).
b) Sa se dea un exemplu de astfel de functie.

34. Fie functia/: R > R, f(x)=x|x|. Sd se arate ci [ este bijectivi si sa se
determine /.
35. Fie functia f: R {1} >R {1}, f(x) :x—+i . Sa se demonstreze ca feste
x —
inversabila si sd se determine .

36. Fic functia g : [-1, + ©) — [-1, + ), g(x) = x> + 2x. S& se demonstreze ca
functia g este inversabila, apoi sé se determine g '.

37. sascarate ca functia f: [0, + o) — [0, + ), f(x) — x+2Jx este bijectiva.

Care este inversa functiei f'?
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Vxt+1l+x-1
Jxl+1+x+1

38. Fie functia f: [-a, a] > R, f(x) =

. S se arate cad f este
impara.

39. si se demonstreze ca exista doud functii f, g : R —> R, periodice cu perioada

principala 1, astfel incat functia f+ g are perioada principala % .

40). sa sc arate ca functia f: [0, + ©) - R, datd de expresia:

)_Jmmwm_&
YT Jl+/x+1

, este constanta.

f(

41. sa sc arate ca functia f : {0, g} — R, data de expresia:

1+sinx-+1+cosx
f(x)= J : J , este constanta.
1+sinx+cosx

42, Construiti graficul functiei:

y=\/sin4x+4coszx +\/cos4x+4sin2x ,xe R

1
43. Pentru x > 0 determinati minimul functiei: / (x)=2"+2".

44, Si sc determine m € R astfel incat functia /: R —> R, f(x) = mx*+ x+ 1 sa fie
bijectiva.

45. s sc arate ca functia f/: R > R, f(x) = 4x* — 3x* + 3 nu este injectiva.

46. Existi doud functii care nu sunt injective pentru care suma lor este o functie
bijectiva?

477, Construiti graficul functiei: /: R — R, f(x)=x*+ |x|.
48. Construiti graficul functici: /: R — R, £ (x) = | X | + | x+1 ‘ —| x+2 |
49, Si se rezolve in R functia: {x} = [x].

50. s se rezolve in R ecuatia: [2x] = [4x].



2 Radicali; ecuatii si

B

inecuatii rationale

51. Sa se arate ca:

(V5-1)-2(3+45) =1.

V2 V642
J2+3 222-3

1
4

52. s se calculeze: a=

53. S se screi sub forma mai simpla expresia:

E =445 +4-15 - 24345 .

2+43 . 2-3 .
V242443 22—

54. Demonstrati egalitatea:

55.Scda a=§/7+4\/§ +3/7—4\/§ . Sa se calculeze: @® — 3a = 14.

56. si se demonstreze cgalitatea: \/\/g —43-+429- 1245 =1.
57. S se rezolve in R ccuatia: 1/‘x+2‘—‘x| =‘x+1|.

58. sa se rezolve in R ecuatia: V8x+6 +/3x+5=vx+10 +~/10x +1.

VI+x ++1-x _l
V+x=J1-x x

60. sa se rezolve in R ecuatia: v3x+1+1=~8x+1.
61. s se rezolve in R ecuatia: V1+x =2-x.

62. s se rezolve in R ecuatia: V3x+1—-vx+4=1.

59. s se rezolve in R* ecuatia:



12 Matematicd — probleme si exercitii pentru clasele IX-X

63. si sc rezolve in R ecuatia: x* +3x +4Vx* +3x-6 =18.

64. Si se rezolve in R ecuatia: Vx> —3x+5 + x> =3x+7.

65. si se rezolve in R ecuatia: \/x+2+2\/x+1 +\/x+2—2\/x+ =2.
66. Si se rezolve in R ecuatia: J/x+1=~x-3.
67. Si sc rezolve in R ecuatia: 3/x +Yx—1+3Yx+2=0.

68. si serezolve in R ecuatia: ‘3/% —-X+ ,3{% +x=1.

69. Si se rezolve in N x N ecuatia: i/;+ %/; 31984 .
70. Si se rezolve in R ccuatia: 4/80+x +42—-x =4.

71. Si se rezolve in R ecuatia: x* -v/1-x =|x|3—|x‘+L .

2
72. Pentruce n € N ,n = 2, are loc egalitatea:

1745 +38 + 4175 — 38 =+/20 2

73. Si se rezolve in R inecuatia: V1—x* <x’.
74. Si se rezolve in R inecuatia: +/3x” +2x+1 < |x|+1.
75. si se rezolve in R inecuatia: x <+x+2.

76. Si sc determine a € N* astfel incat: a<a +Ja’ <a+1.

77, Pentrum e R, m > 1, se considera numerele reale:

m m+1 m m-—1
a= f + / sib=,] +,/ .
m+1 m m-—1 m

Care dintre aceste numere este mai mare?




3 Egalitati si inegalititi

78. Numerele a, b, ¢ € R verifica relatiile:
2azb+c,2b>c+asi2c=za+b.
Sasearatecia=b=rc.

79. Si sc arate ci daca a, b, c,d e R, atunci:
max{a +c, b+ d} < max{a, b} + max{c, d}.

80.Daciia, b,c,d, e e R, demonstrati ca:
A+ +c+d+eE = albtcetdte).

81. Fic a, b, x, y = 0 numere reale.

2 2
Si se demonstreze ci: (a R bj +(a-l+ bj >2(a+ b)2 .
% X

82.Dacix>1 siy = 1 numere reale, sa se arate cé:

X{y-1l+yJx—-1<uxy.

83.Fica > 0,5 = 0sic = 0 numere reale. Sa se arate ca:
a*+b*+ct = ab* + b + ca’.

84. pentru ce n e N are loc cgalitatea:
7+11+15+..+@n+7)=n2n+9)+7?

85. Demonstrati cé oricare ar fi x € R are loc inegalitatea:
12 9 4 3
X°=x +x" —x+=>0.
4
86. si se rezolve in R x R ecuatia: (x + y)*=(x+ )(y — 1).

1
87. si se rezolve in R x R ecuatia: x2 + (y — 1) + (x — y)2= 3

1
88. Determinati x, y € R care verifica ecuatia: (2x + 1)’ + 3> + (v — 2x)*= 3
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89. si se rezolvein R x R ecuatia: y* + 2x* + 1= 4x?y.
90. Exista x, v, z> (0 astfel incat:
{xyz(x + y)(y + z)(z + x) =1 )
(xy+yz+zx)(x+y+z)=2 '
91. Determinati reale strict pozitive a, b, ¢ care verifica relatia:

a b c
+ +
2a+b+c 2b+c+a 2c+a+b

3

1

92. Fic a, b, c,d € (0, + ) astfel incat a* + b* + ¢* + d* = 4abcd. Demonstrati
caa=b=c=d.

93. Fic x, v, z € C" astfel incat au loc relatiile: RANPANERES SRS

Yy z X X Yy z
Sdsearatecd: x=y =1z

94, Daci sunt date a, b € R, s se rezolve in R ecuatia:
(x+2a - 3b)'+ (2x —3a + b)* + (Bx+a+2b)y=0.

P < . 1
95s. Determinati ridicina reala a ecuatiei: x° +x* +x + 3 =0.

<+ l+a.

96. Dacé a = 0 este numar real, sa se arate ca: 1+

2+4
2

97. Daca a, b € R, sa se arate ca: (1+a2)(1+b2) = 2| (a+ b)(l—ab) ‘ .
98. Daca a, b = 0 sunt numere reale, sa se arate ca: 2\/; + 3% = 5% )

99, Daca a, b, ¢ > 0 sunt numere reale, sa se arate ca:

a+b+c ab bc ca
> + + :
2 a+b b+c c+a

100. Daca a, b, ¢ € R sunt strict pozitive, sa se demonstreze ca:

oo

101. Fic a, b, ¢ lungimile laturilor unui triunghi oarecare. Sa se arate ca:
a a a
+ +
—a+b+c a-b+c a+b-c

=3.




Capitolul 3. Egalitdti si inegalitdti 15

102. Daca a, b, c € R, si se arate ca:
(@+ b+ =3abc)* < (a*+ b* + c*).
103. si sc arate ci oricare ar fi numerele reale a, b, ¢ >0, are loc inegalitatea:

(l-l—abc)-( ! + ! + ! ]23.

a+ab b+bc cH+ac

104. si sc arate ca oricare ar fi numerele reale a, b, c = 1, are loc relatia:

a+b+c’ —(a+b+c)5

_>10.
a@+b + —(a+b+c)

105. paca a, b, ¢ > () sunt numerele reale, si se arate ca:

a b c_a+b+c
—t—t—Z

b ¢ a abc

106. Daci n € N*, si se demonstreze cgalitatea:
I+(1+2)+(1+2+3) 4. +(1+2+3+ ... +n)=
=n-1l+(n-1)-2+m-2)-3+..+1 n

107. Dacian e N, n > 1, sa se arate ca:
\4/n2—1(\/n+1—\/n—1)<1.

108. Dacin e N, n > 2, sa se arate ca are loc relatia:
n>1-3-5-7-...-2n-1).

n
109. si sc arate ci daci n € N*, atunci are loc relatia: (2 ——j >n.
n

110. Dacin e IN’, sd se demonstreze ca are loc relatia: 2" ' < n! < n".

111. Fic X, X,, ..., X, = 0 numere reale. Sa se arate ca:

2 2 2
X X, ot x, <\/x1 +X et X,
~ .

n n

112. pDaca (a,, a,, ..., a ) este 0 permutare a multimii (1, 2, ..., n), s se arate ca:

" q? n(n+l)
Za_k>—.

ik 2

113. Dacin e N, sd se demonstreze ci are loc relatia:

NN PN A Gad).

s
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114. Fic n N, n = 2, si numerele strict pozitive X, X, ..., X care verificd

. o1 1 1
relatiile: x, +x,+...+x =3si —+—+..+—=3.

xl x2 xn

Aflati cea mai mare valoare pe care o poate lua n.

115. Fie numerele reale X X, -0y X, € [0, 1]. Aratati ca:
(3%, +x, +.tx, +1) >4(xl2 +x; +...+xf).
116. Sa sc arate ca pentru orice n € N* au loc inegalitatile:

n<J1+v2 +...+Jn <n’.
117. sascarate ca ¥V n e N,V 0 (0, m) are loc inegalitatea:

sin(n+1)6
sin©

<n+l.

118. si se demonstreze ca oricare ar fi x € R au loc inegalitatile:
1<|sinx|+|cos x| < V2.

119. Numerele reale x, y verifica relatia: (x —3)*+ (y —2)*= 1.
Sa se demonstreze ca:
a)x e [2,4]siy €[], 3];

b) 5—\/§<x+y<5+\/§;
o) 14-2J13<x? +12 <14+ 2413.

120. Numerele reale X, v, z verifica relatiile:
x+ty+z=1six>+y?+2+xy+tyz+zx=1.
Sa se afle maximul si minimul pentru x, y, z.

121. Daca a, b> 0 sunt numere reale, s se determine minimul expresiei:

a b & b a b
E(a,b)=?+a——b—2—a—2+z+;.

122, Stiind ca a, b, ¢, d >0, sa se determine minimul expresiei:

E(abcd)zz a +Zb+c+d.

b+c+d a

123. Stiind ca x > 0, sa se determine minimul functiei:

f(x)=\/1+x2—x+\/1+x2—x\/§.



